KU rve nfo rm e n von Hansjorg Bogle, 7.7.12

Einleitung

Die vorliegende Schrift soll fir interessierte &N eine Einfihrung zu einigen
grundlegenden mathematischen Kurvenformen geben.sekfleche Eigenschaften,
Anwendungen und Zusammenhange dieser Kurven welaeschrieben. Es werden
Konstruktionen und Berechnungsformeln angegebewjestlinweise zur Erstellung der
Kurven mittels geogebra. Geogebra ist ein unkorspties, leistungsfahiges Mathematik-
Programm, das unter www.geogebra.org kostenlostengeladen werden kann.

Erganzend eingefligt wurden einige Angaben von Ru&teiner in Zusammenhang zu diesen
Kurven. Dadurch soll ein gro3eres Verstandnis farfbrmen im Begegnungshaus in Tenno
entstehen, die auf Anregung von Heinz Grill (siétenz Grill: Die Idee der Synthese von

Spiritualitat und Baukunst) nach mathematischere@esil3igkeiten eingebaut wurden. Auch
die Mdglichkeit eigener Gestaltungen sollen angenegden.

Folgende Themen werden behandelt:
1. Kurven

1.1 Spiralen

1.2 Ellipse, Parabel und Hyperbel — die Kegelstanit
1.3 Cassinische Kurven und Lemniskate

1.4 Divisionskreis

1.5 Andere Kurven

2. Neue Kurven aus bekannten

2.1 FuBpunktkurven, Parallelen, Kaustiken, Spiagglu
2.2 Zykloiden

2.3 Konchoiden

2.4 Spiegelung am Kreis

2.5 Evolventen

2.6 Projektive Transformationen

Damit ist sicher keine Vollstandigkeit erreicht. gkusind diese Resultate nicht neu.



Empfehlenswerte Blcher zum Thema Kurven sind:

[1] Hermann von Baravalle: Geometrie als Sprachid=demen
eine sehr lebendige Einfihrung in die Geometrieweien Zeichnungen

[2] Arnold Bernhard: Projektive Geometrie aus dauRanschauung zeichnend entwickelt
zur projektiven Geometrie und den Kegelschnitten

[3] Ernst Bindel: Die Kegelschnitte. lhre zeichrsehe Gewinnung und ihre Beziehung zum
Menschen
uberwiegend zeichnerische, einfach zuganglichetBlarsg der Kegelschnitte

[4] I. Bronstein, K. Semendjajew: Taschenbuch dexhdmatik
umfangreiche wissenschaftliche Formelsammlung zachisichlagen

[5] Carl Kemper: Der Bau
zum 1.Goetheanum mit Abschnitten zu Cassinischemdfuund Spiegelung am Kreis

[6] Rudolf Kutzli: Entfaltung schopferischer Kraftieirch lebendiges Formenzeichnen
ein Basiswerk zu Freihandzeichnungen und Formfifdene Mathematik)

[7] Louis Locher-Ernst: Geometrisieren im Bereiatiehtigster Kurvenformen
mit Gedanken zu den Formen und ihrem Erleben

[8] Rudolf Steiner: Wege zu einem neuen Baustil
mit Abschnitten tUber Ellipse, Hyperbel, Cassinisklieven und Divisionskreis

[9] J.Dennis Lawrence: A catalog of special plane/es
nur fir mathematisch Ausgebildete.

In diesen Buchern finden sich weitere Eigenschaffaichnungen und Beweise. Viele ein-
und weiterfihrende Informationen lassen sich inmerim¢t (z.B. Wikipedia, verschiedene
Universitaten) finden. Dort sind schone Bilder vidarven und als zusatzliche Mdglichkeit
bewegte Formen zu sehen, die ein Verstandnis sielictgern konnen.



1. Kurven

Kurven kénnen in der Mathematik auf unterschiedligtieise angegeben werden.

1. In kartesischen Koordinaten d.h. die Punkte werden angegeb 2]
durch einen Wert, der sich auf die waagrechte xs&dbezieht, und
einen, der sich auf die senkrechte y-Achse bezMtin Ursprung
(das ist der Punkt (0, 0), wo sich die beiden Kowttnachsen—.¢
schneiden) geht man 2 Einheiten nach rechts undnfieE nach
oben, um zum Punkt P(2, 1) zu kommen.

.P =21

Eine Kurve wird durch eine Gleichung mit den Vafiabx und y angegeben, z.B. y £ x
oder X+’ =1.Im Sonderfall lasst sich die Gleichung nactuftésen und y = f(x) ist der
Graph einer Funktion f.

Eingaben in geogebra (Potenzen mit ):  f(x) 2 xbzw. x"2 +y"2=1.

Beispiele: Die Parabel: y Zx der Kreis: &+y =1

2. In Polarkoordinaten. Dabei wird angegeben, wie weit man vom
Ursprung aus gehen muss und in welche Richtung fweie der S .
Schatzkarte: , ... Von der gro3en Eiche gehst diusaBritte nach i ¢ s
Nordosten ..."). Dabei ist r die Entfernung vom Urspg (0, 0). Der N S
Winkel ¢ wird gemessen zwischen der (positiven) x-Achse dera / o \
Strahl von (0, 0) zu diesem Punkt (gegen den Ubezsinn). Die t N
Winkel werden dabei in Grad angegeben oder in Bogén d.h. der ;
Lange des Kreisbogens zum entsprechenden WinkeRadius 1. . .

~ -

Somit gilt: 360° = 2, 180° =x, 90° =n/2, 60° =n/3... S

Bei einer Kurve ist dann r abhangig ven d.h. zu jedem Winkep wird der Abstand r
berechnet.

Polarkoordinaten eignen sich besonders im Zusamamgnhmit Drehungen oder
drehsymmetrischen Figuren.



Beispiele: Punkt P(2; 60°) = P@/3) mit Abstand 2 zum Ursprung (0O, 0), WinkeP 60

Der Kreis: r = 2¢ beliebig.

Eingaben in geogebra (Polarkoordinaten ;rstatt mit, abtrennen):

Schieberegler a mit Bereich 0 bis 6.28, dann (2, a) ergibt einen Punkt auf dem Kreis,
dann Ortslinie[P, a] ergibt den Kreis.

3. In Parameterform. Wir kbnnen uns vorstellen, dass sich ein Punkidei Zeit t bewegt.
Seine kartesischen Koordinaten x und y hdngen abRarameter t, der sich z.B. im Bereich
von O bis 10 bewegt.

Beispiele: Der Kreis: X(t) = cos(t), y(t) m@).
Die Zykloide: x(t) =t — sin(t), y(t) = 1 — cos(t)

In geogebra: Kurve[cos(t), sin(t), t, 0, 6.28]ibtglen Kreis mit Radius 1.
Kurve[t - sin(t), 1 - cos(t), t, 0, 10] ergibtedabgebildete Zykloide.

In geogebra lassen sich Kurven auch mit dem Beédetslinie erzeugen. Dabei geht man von
einer Strecke, einem Kreis oder einer Kurve ausfzg@rt darauf einen Punkt P und
konstruiert sich nach einer bestimmten Gesetzmafliglus P einen neuen Punkt Q. Der
Befehl Ortslinie[Q,P] Ubertragt diese Konstruktimon P auf alle anderen Punkte der
ursprunglichen Linie und erzeugt eine Kurve, dier@halt.



1.1 Spiralen

Spiralen zeigen sich in der Natur in vielerlei Végisn Pflanzenwachstum, etwa in der Bllte
von Sonnenblumen, an der Schale von Ananas, imreledr bei Muscheln und
Schneckenh&usern, bei Wasserstrudeln und bei §ga&len und ganz praktisch beim Rollen
eines Teppichs, Pfannkuchens etc.

Auch kulturgeschichtlich treten Spiralmotive schisiih auf. Bei nach innen gerichteten
Spiralen néhert man sich langsam dem zentralen afielNach auf3en gerichtete Spiralen
lassen an eine Entfaltung denken. Es handelt sait om eine reine Kreisbewegung ohne
Fortschritt, sondern eine Wiederkehr an die gleiShadle (gleicher Winkel), aber auf einem
hoheren Niveau (gro3erer Radius).

In der Mathematik werden viele verschiedene Arten 8piralen betrachtet.

Die linke Spirale (angenaherte
Archimedische Spirale) lasst sich leicht
mit dem Zirkel konstruieren.

Die oberen Halbkreise haben den linken
Punkt als Mittelpunkt, die unteren den
rechten.
Der Abstand zwischen den Windungen ist
konstant.

Aus einem ,goldenen* Rechteck¢---------------------" "t - -
(d.h. Breite : Hohe wie im goldenen:
Schnitt, d.h. etwa 1,618 : 1, !
genau:  0,61++/5) : 1) l
kann die ,goldene” Spirale erzeugti
werden, indem in jedem Quadrat]
ein Viertelkreis gezeichnet wird. |
Sie hat unendlich viele Windungen;
nach innen doch ihre Lénge ist
endlich. ~ Sie  nahert  die
kompliziertere logarithmische i
Spirale an. '




Die vielleicht schonste Spirale ist diegarithmische Spirale die einem gleichmaligen
Wachstum entspricht, wie es in der Natur oft vorkam

. Nach einer Umdrehung ist der
. Radius immer das gleiche
Vielfache vom vorigen.

lhre  Gleichung lautet in
Polarkoordinaten: r = &%

(wobei nur fir kleine Werte
von k  schone Bilder
entstehen),

in Parameterform:
x(t) = a-& - cos(t),
y(t) = a- & -sin(t).

Dabei gibt r die Entfernung vom Zentrum an, die voiinkel ¢ (gegentber einer
waagrechten Nulllinie im Koordinatensystem) abhahdilicherweise wirdp in BogenmaRi
angegeben, d.h. zu einem Winkel von x Grad gehdrBegenmal vorp = x-n/180 mit der
Kreiszahln = 3,14... Das kleine e steht fur die Eulersche Zaht 2,718...), eine wichtige
mathematische Konstante. Die Buchstaben a und ketiselber gewahlt werden. Das k
bestimmt (ber den Kotangens (d.h. 1/Tangens) deen obrwéhnten Schnittwinkel:
k = ctga, wahrend a einen Vergro3erungs- bzw. Verkleinestakgor bestimmt (einer der
Schnittpunkte mit der x-Achse liegt bei a).

Die logarithmische Spirale
hat die Eigenschaft, dass
jede vom Zentrum
ausgehende gerade Linie
die Spirale unter dem
gleichen Winkel trifft.




1.2 Ellipse, Parabel und Hyperbel — die Kegelschri#

Ellipse

Ellipsen kénnen bauchig und fast kreisahnlich ot
mehr langlich schmal sein. Ohne es bewusst
realisieren sehen wir im Alltag haufig Ellipsen. ribe
jedes Mal, wenn wir einen kreisrunden Gegensta
etwa einen Teller oder ein Glas, in schrager Ansi
betrachten, sehen wir die Form einer Ellipse. meei
realistischen zeichnerischen Darstellung erschetimeen
kreisformigen Gegenstande als Ellipsen in ¢
Zeichenebene.

Damit sind wir bei einer wichtigen Eigenschaft v&fipsen, die sie mit Parabeln und
Hyperbeln gemeinsam haben: sie sind Schnitte deroén Kegel. Das lasst sich mit einer
Taschenlampe im Dunkeln veranschaulichen. Die Tadampe erzeugt einen Lichtkegel,
der auf die waagrechte Bodenebene féllt, sie betetiand mathematisch genommen von ihr
geschnitten wird. Wenn Sie senkrecht nach unteohten, wird ein Kreis zu sehen sein,
wenn Sie schrdg nach unten leuchten, eine mehr weeiger langliche (exzentrische)
Ellipse.

Eine einfache, praktisch schnell durchfihrbare Kuwksion erfolgt mit einer Schnur (oder

einem Faden), deren Enden an zwei Punkten, demaogen Brennpunkten (Fokus, ind

F,) fixiert werden. Dabei ist die Schnur lose, d.le 8chnur ist l&nger als der Abstand der
Brennpunkte. Nun nimmt man einen Stift, spannt datie Schnur, bewegt den Stift bei

gespannter Schnur und erzeugt dadurch die Linie der

Ellipse.

Ellipse:

Es gilt fur zwei Punkte P und Q der Ellipsenlirdass
die Summe der Abstande PF PR = QR + QF, ist
( = Schnurlange) oder anders gesagt, die Summe
Abstédnde der Ellipsenpunkte zu den beid
Brennpunkten ist konstant.

Man sieht so eine bemerkenswerte Eigenschaft '

Rudolf Steiner sagt dazu ( [8] S.152):

,und eine Ellipse schon finden, was heil3t das iefetien Grunde? Das heil3t: Mein
Astralleib addiert und kriegt immer dieselbe Sumbled nun denken Sie sich einmal, dass
Sie addieren, ohne dass Sie es wissen und jededid&dlbe Summe kriegen: da freuen Sie
sich ein bisschen. Und jetzt gehen Sie zu diesemkt®uOh Freude, dieselbe Summe! Zu
diesem Punkte gehen Sie: Oh Freude, dieselbe Sumnizdrin besteht das lebendige
Miterleben mit der Ellipse. So ist beim Kreis dieriggste Freude vorhanden, denn man
Uberschaut ihn leicht. Bei der Ellipse erlebt maman eine grof3ere Freude, weil man da
innerlich tatig sein muss. Und je mehr man innérliétig sein muss, desto mehr ist man
glicklich.”



Die beiden Fixierungsstellen der Schnur werden Bpankte genannt, weil alle Strahlen von
einer Quelle in E die nach dem Gesetz Einfallswinkel = Ausfallsvahlan der Ellipse
reflektiert werden, durch Fhindurchgehen (was Anwendungen in der Optik undsiik hat).

Johannes Kepler entdeckte 1605, dass sich die tBtame Ellipsenbahnen um die Sonne
bewegen, die in einem der beiden Brennpunkte steht.

Eine weitere charakteristische Eigenschatft der
Ellipse ist, dass sie die Linie gleichen

Abstands von einem Punkt, z.B. einem Baum,
und einem Kreis, z.B. einer kreisformigen

Gartenmauer, ist (wobei der Baum im Garten
steht). Wenn Sie also so im Garten gehen,
dass Sie immer gleich weit von dem Baum
und der Mauer weg sind, gehen Sie auf einer
Ellipse. Man bezeichnet eine solche Linie

gleichen Abstandes als Symmetrale. Der eine
Brennpunkt ist der gegebene Punkt (Baum),
der andere ist der Kreismittelpunkt.

Es folgt eine weitere Konstruktionsmdglichkeit. W
gehen dabei von zwei Kreisen mit dem gleich
Mittelpunkt aus. Die entstehende Ellipse berihrh ¢
gré3eren Kreis von innen, den kleineren von auBem
Kreismittelpunkt werden Strahlen nach aufl3en gereich
z.B. 24 Strahlen im Winkel von je 15° (da 360° : 24
15°). Vom Schnittpunkt des Strahls mit dem inndfegis
zeichnet man eine waagrechte Hilfslinie, vo
Schnittpunkt mit dem aul3eren Kreis eine senkredhie.
sich die beiden Hilfslinien treffen liegt ein Elipnpunkt.
Mit den so erhaltenen 24 Punkten lasst sich dipddligut
vervollstandigen.

Im Koordinatensystem lassen sich Ellipsen mit Hibe Gleichungen der Form
2 2

Xy X - oder y =t9\/a2—x2

az b2 a
beschreiben. Dabei bezeichnet a die Lange der grbladbachse, b die Lange der kleinen
Halbachse. Die Brennpunkte liegen im Abstand ¢a—-b? links und rechts von der Mitte.
Das Verhaltnis c : a gibt ein Mal3 fur die Abflacgunumerische Exzentrizitat) der Ellipse.
c :a=0 beim Kreis, c: anahe 0 bauchige Formg nahe 1 flache Form, c : a = 1 ausgeartet
(b =0, nur ein Strich).
Im obigen Bild ista=3 und b =1, also -1 =2,828...und damitc: a=0,94...



Parabel

Kehren wir zurtick zum anfanglichen Bild mit der Glasnlampe. Stellen wir uns nun vor, wir
drehen die Taschenlampe immer mehr von der Sertkereziir Waagrechten. Die beleuchtete
Ellipse am Boden wird immer weiter vor uns seinefalings dadurch immer lichtschwacher)
und in dem Moment, wo der obere Rand unseres legelks waagrecht, also parallel zum
Boden wird, entschwindet der entfernteste PunktElgpse im Unendlichen. Die Kurve ist
nicht mehr geschlossen, sondern offen. Aus depdsllist eine Parabel geworden.

Diese elegante Figur der Parabel ergibt sich nennadie Schnittebene genau parallel zum
Kegel liegt. Nach einer Vielzahl von Ellipsen triso nur in einem einzigen Moment eine
Parabel auf.

Auch der zweite Brennpunkt ist ins Unendliche gktiim der projektiven Geometrie werden
solche Situationen, die das Unendliche einbeziebetersucht. Dieses Fachgebiet entstand
aus Betrachtungen zur Perspektive (z.B. ist dieizdatlinie unendlich weit entfernt vom
Betrachter).

Befindet sich eine Lichtquelle im Brennpunkt eingmrabolischen Spiegels (die

dreidimensionale Paraboloid-Form entsteht durch attwt einer Parabel um ihre

Symmetrieachse), dann werden alle Strahlen soktigfie dass sie anschlieRend parallel
verlaufen und somit verstarkt in eine Richtung hgan, was bei Scheinwerfern verwendet
wird. Umgekehrt kann parallel einfallende Strahlungeiner Stelle gebiindelt werden, wie
beispielsweise bei astronomischen Spiegelteleskdtamabolantennen oder Solarkochern.

Wurfparabeln treten bei den Flugbahnen von Baltr &Kugeln auf. Besonders gut lasst sich
das beim Wasserstrahl aus einem Gartenschlauch dedeFontane eines Springbrunnens
beobachten.

Auch die Parabel ist eine Symmetrale, ndmlich dieeLgleichen Abstands von einem Punkt
und einer Geraden. Wenn wir also so gehen wollass evir von einem Baum (=Brennpunkt)
und einer geraden Mauer stets gleichen Abstanckrhattann bewegen wir uns auf einer
Parabellinie.

NN\ — 7
Vo I~/ 7 777

[ NN
[ DNNNNNNNNNCNMNANAAN V]
NN F 7771771
\WWANNNNNNNS——FZ 777 /] ]
\WWWNANNNXNSS——77///7]]
\ [ /]

A\
ANANAN /[ /]
\




Im Koordinatensystem erhalt man die Normalparaheichl die Gleichung y = % Der
Brennpunkt F liegt dann in H6he 0,25 Uber dem Sehedie Leitlinie 0,25 darunter.
(Bei Parabeln y = a®»entsprechend 0,25a dariiber bzw. darunter. Dia férl engeren und
fir a < 1 breiteren Parabeln erhalt man auch damettirische Streckung an F. Es gibt somit
im Wesentlichen nur eine Parabelform.)

Eine hibsche Parabelkonstruktion ergibt sich, weran an einem Winkel die Schenkel
gleich lang zeichnet und dann in gleichmaiigen @&¢n markiert. Nummeriert man die
Markierungen am einen Schenkel aufsteigend vom iethaus, am anderen Schenkel
aufsteigend vom freien Ende aus, so braucht mamaeeir die Punkte mit gleichen Nummern
verbinden. Obwohl wir nur gerade Linien gezeichhaben, erkennen wir unmittelbar die
Parabelkurve (wenn der Abstand zwischen den Markgen klein genug ist, z.B. 0,5 cm).
Die Geraden hillen als Tangenten die Parabel eirin gleichseitiges Dreieck kann man in
dieser Art zwei oder drei Parabelbégen konstruieren

110
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Hyperbeln

Dreht man — wieder im Beispiel mit der Taschenlampukese so weiter, dass der Lichtkegel
nicht nur nach unten oder waagrecht scheint, songléch nach oben, so ergibt der Rand des
Lichtflecks am Boden eine Hyperbel. In der Mathekéetrachtet man haufig statt dem
Kegel den Doppelkegel, der durch Fortsetzung Uleesditze hinaus entsteht. Schneidet man
diesen entsprechend, dann erhalt man nun eine ewedhnittkurve, den zweiten,
symmetrisch gelegenen Ast der Hyperbel. Dabei kimhe beiden zunachst getrennten Aste
Uber das Unendliche verbunden gedacht werden.

Hyperbeln haben sogenannte Asymptoten. Das sind siale kreuzende Geraden, die sich
immer mehr der Hyperbel anndhern (oder umgekebrten sich die Hyperbel immer mehr
anndhert, man sagt sogar anschmiegt), je weitemaeim aul3en geht.

Auch die Hyperbeln sind Symmetralen. Wenn
Sie wieder eine kreisformige Gartenmauer
haben und einen Baum, der aber diesmal
aulRerhalb des Gartens steht, und Sie gehen so,
dass Sie gleichen Abstand vom Baum und der
Mauer haben, dann gehen Sie auf einer
Hyperbellinie.

Als Folgerung ergibt sich, dass der Unterschied
der Abstande von irgendeinem Hyperbelpunkt
zum 1.Brennpunkt £ das ist der Baum, bzw.
zum 2.Brennpunkt, das ist der
Kreismittelpunkt, immer gleich ist, namlich
gleich dem Kreisradius ist. Wie die Ellipse eine
Linie mit konstanter Summe ist, ist die
Hyperbel eine Linie mit konstanter Differenz.
(Fur den anderen Hyperbelast hat die Differenz
das negative Vorzeichen. Man betrachtet
deshalb die groRere Entfernung minus die
kleinere).
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Die folgende Konstruktion ergibt eine Hyperbel: Ereis wird in 24 gleiche Teile geteilt,
indem man vom Mittelpunkt jeweils 15° dreht. Di¢dgnkte werden fortlaufend nummeriert,
wie im Bild links unten. Dann zeichnet man noch deaagrechten Durchmesser sowie
senkrechte Lote von allen Punkten auf diesen Duesiser. Die zugehdrige Nummer wird auf
den Durchmesser Ubertragen (das ergibt doppeltendui@rung). Dieser Durchmesser ist die
obere Randlinie der rechten Figur. Bei einem zweKeeis beginnt man die Nummerierung
an der gleichen Stelle, wahlt aber die andere Doetung und Ubertragt wieder die
Nummerierung auf den waagrechten Durchmesser. Diasghmesserlinie ergibt den unteren
Rand der rechten Figur. Dann verbindet man glei¢aklen und erhéalt links und rechts
Ausschnitte einer Hyperbel. Sie entstehen (wie deei Parabelkonstruktion oben) aus den
einhillenden Tangenten. Die Lage von Punkt 1 edjbfTaillierung der Form: Wird er ganz
rechts gewabhlt, so erhélt man einen Zylinder, wirdben gewahlt, einen Doppelkegel).

o
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Hier kann schon die raumliche Hyperboloidkonstruktiaus zwei Ubereinander liegenden
Kreisen, durch Schnire oder Stangen verbundergedieneinander verdreht werden, geahnt
werden. Kihltirme von Kraftwerken haben oft diesaiférm.

2 2
Im Koordinatensystem werden Hyperbeln durch dieidleng L | oder

az? b2
y = J—fgvxz—a2 beschrieben.

Auch der Graph der Funktion y = 1/x ist eine Hyméridie allerdings um 45° gedreht
erscheint. Die allgemeinere Form y&/a tritt bei der umgekehrten Proportionalitat auf.

Ein einfaches Beispiel ware: 10 Arbeitskrafte loteen 120 Tage um einen bestimmten
Auftrag zu erledigen. Doppelt so viele Personemudngen dann halb so viel Zeit usw. Tragt
man an der x-Achse die Zahl der Arbeitskrafte umdier y-Achse die Zeitdauer an, so ergibt
sich als verbindende Kurve eine Hyperbel.

Ellipsen, Parabeln und Hyperbeln sind eng mit allearverwandt. Sie treten gemeinsam als
Kegelschnittlinien auf und entstehen nach einanger Drehung des Kegels oder der
Schnittebene. Eine Kurve ist Metamorphose der amder

Im Spezialfall der Parallelitat von Schnittebened uiKegelmantellinie entsteht der
Qualitatsumschlag zur Parabel, die einmalig isdegensatz zu einer Vielzahl von Ellipsen
und Hyperbeln, die sozusagen stabil sind. Denn wean ein wenig den Schnittwinkel
verandert, erhalt man eine wenig veranderte Ellipder Hyperbel. Wird dagegen bei der
Parabel ein wenig der Schnittwinkel geandert, dwélerman eben keine Parabel mehr,
sondern eine Ellipse oder Hyperbel.

Senkrechter Schnitt durch den Mittelpunkt eines pm¥kegels mit verschiedenen
Schnittebenen:

Im Gegensatz zum Beispiel mit
der Taschenlampe wird nun der
Doppelkegel festgehalten und die
Schnittebene dreht sich um einen
festen Punkt am Kegelmantel.

Man erhalt nach vielen Ellipsen
(worunter als Sonderfall auch der
Kreis  fallt), eine gerade

Mantellinie, viele Hyperbeln und

eine Parabel bevor wieder
Ellipsen auftreten.
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Gemeinsam ist auch die Charakterisierung als Symateeton Punkt und Kreis, insbesondere
wenn man eine Gerade als extrem grof3en Kreis stiffdessen Mittelpunkt ins Unendliche
geruckt ist. Die Einbeziehung des Unendlichen lads& Verwandtschaft der drei
Kurvenformen noch enger erscheinen.

Ellipsen und Hyperbeln treten auch gemeinsam atsehi mit konstantem Ergebnis bei +
bzw. — auf (die Parabel fallt hier aus der Reihe).

Auch von ihrer Gleichung her passen sie zusammiensi8d die Kurven 2.Grades, d.h. es
tritt kein groBerer Exponent bei x oder y auf. Sied nach den Geraden die einfachsten
Kurven.

Durch finf beliebige Punkte wird genau ein Kegetsithbestimmt. Ein geogebra Befehl
zeichnet diesen Kegelschnitt zu funf vorgegebenarkin.

Interessanterweise verbindet Ernst Bindel ([3] 8)3@ie ganz im Endlichen liegende,
Uberschaubare Ellipse mit dem vorstellenden Denken,vermittelnde Zwischenform der
Parabel mit dem rhythmischen System und dem Geééllds und die Hyperbel mit der
seelischen Qualitat des Willens.

Die Kegelschnitte wurden bereits in der griechisch&ntike untersucht und benannt
(Menadchmos ca. 350 v.Chr, Apollonius von Perg&6a.v.Chr). Das Wort Ellipse bedeutet,
es fehlt etwas, Parabel, es ist gleich, Hyperlslsiezu viel (&hnlich werden die Warter zur
Beschreibung von sprachlichen Stilmitteln verwendd®. Parabel = Gleichnis), was sich auf
Langen bezieht, die in Zusammenhang mit Flacheraaungen entstehen.

Zur Parabel:

Zu dem Rechteck links unten im Bild wird
ein flachengleiches Quadrat gesucht. Dazu
- dreht man die Ecke C um 90° um A auf

i Position E, also ist AC = AE.
/ Senkrecht tiber A auf dem Thaleskreis tber
OE ist die Ecke G des gesuchten Quadrats,
denn nach dem Hohensatz gilt:

—1 OA-AE = AG.
/ N\
/ \"\. Lasst man die Hohe AC des Rechtecks
e konstant und bewegt den Punkt A auf der
ey Waagrechten, so durchlauft die Quadratecke
G einen Ast einer Parabel.

/ Die Quadratseite AG st die mittlere

W Proportionale  oder der geometrische

> Mittelwert der Rechteckseiten OA und AC,

c — d.h. OA:AG=AG:AC

oder OA-AC = AG-AG,

d.h. AG =JOALAC.
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1.3 Cassinische Kurven und Lemniskate

Benannt sind diese Kurven nach J.D. Cassini (1622}l einem franzdsischen Astronom
italienischer Herkunft, der die nach ihm benann&luhg des Saturnrings entdeckte. Er
untersuchte diese Kurven, da er darin die BahnkdeveéSonne um die Erde vermutete.

Die Kurven mit konstantem Ergebnis beziglich derdifidn (Ellipse) und Subtraktion
(Hyperbel) haben wir schon kennen gelernt. DiectleiFrage lasst sich fir die Multiplikation
stellen. Wo liegen alle Punkte, so dass das Prodigt Entfernungen zu zwei fest
vorgegebenen Punkten &nd F, immer gleich ist?

Nach Steiner (9.1.1921, GA 323) wird ein Punkt, den R beleuchtet wird und sich auf
einer Cassinischen Kurve bewegt, voralis immer mit gleichem Leuchtglanz gesehen.

Eine Konstruktionsmdglichkeit beruht auf einem Rigu Uber
Sehnenabschnitte durch einen festen Punkt P im sikregren.
Betrachtet man die SehngB\ mit den beiden Teilabschnitte;A und
PB; und eine andere Sehne auch durchB,Anit den Abschnitten 42
und PB, so gilt fir die Produkte der Langen 1PA- PB = AP - PB.

Gehen wir nun von den waagrecht nebeneinandemitsgePunkten
und F, aus. Wir legen ein Quadrat so, dass sein Mittddpivh in der
Mitte zwischen Ir und R, liegt, diese also die Mitten der linken bzw.

rechten, senkrechten Quadratseite bilden. Um M &bmwir nun einen Kreis ziehen.

In Bezug auf die Grol3e des Kreises unterscheidendvei Falle, die fur die Form der
entstehenden Cassinischen Kurve wesentlich sind.

1.Fall: Das Quadrat liegt vollig im Inneren des ises

2.Fall: Das Quadrat liegt mit seinen Ecken aufKieislinie

3.Fall: Das Quadrat liegt mit seinen Ecken aul3brtiak Kreises.
Das Konstruktionsprinzip ist I a
jeweils gleich. Man nimmt eine 2
beliebige Kreissehne durch;.F
Dadurch erhalt man Kreispunkte
A1 und B. Nun sticht man den
Zirkel in F, ein und zieht einen A; /.
Kreis um K mit dem Radius
FiA1  (Sehnenabschnitt) und
ebenso in F mit Radius MB: !
(anderer Sehnenabschnitt). Der:
bzw. die Schnittpunkte der |
beiden Kreise ergeben einen
bzw. zwei Punkte der gesuchten
Kurve. Nun nimmt man eine
weitere Sehne, beispielsweise
dreht man die erste Sehne einige
Grad um den festen Punkt,F . 7.
erhalt so A und B, zieht wieder
Kreise um E mit Radius KA, -
und um k mit Radius B, usw.
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Das fuhrt auf folgende Kurvenformen:

Im 1.Fall erhdlt man eine Kurve, die von der Forimlich wie eine Ellipse aussieht.
Verkleinert man den Kreisradius der Konstruktiolméhlich, so wird die Figur so verandert,
wie wenn in der Mitte von oben und unten eine Kvafkt, die sie eindellt.

Das fiihrt so weit, dass im 2.Fall, dem Sonderéiil,doppelter Punkt auftritt. Ublicherweise

zeichnet man die Kurve Uber Kreuz. DieseKurve (also eine liegende 8, in der Mathematik
das Symbol fur unendlich) wird Lemniskate genamddr Name Lemniskate kommt vom

lateinischen lemniscus = Band, Schleife.

Heinz Grill vergleicht die gesunde Seite des Alilag mit der Lemniskate (in: Die
Entwicklung einer gehobenen, sympathischen Spraithkéfingsten 2007, S.54).

Rudolf Steiner (GA 201, 18.4.1920) benutzt sie Bisl fur Schlafen und Wachen, der
Kreuzungspunkt ist vergleichbar mit Einschlafen éadwachen.

Im 3. Fall fuhrt der Prozess dazu, dass die Kunvewei auRerlich getrennte Aste zerfallt.
Dazu sagt Steiner am 15.1.1921 (GA 32Biese zwei Aste der Cassinischen Kurve sind
eben eine Kurve. Wir missen aber, wenn wir dieelaziehen, eben aus dem Raum heraus und
kommen dann eigentlich wiederum in den Raum hengnn wir den anderen Ast ziehen.*

In seinem Vortrag “Die alte Yoga-Kultur und der peYioga-Wille* (GA 194 und in: Wege
der Ubung) verwendet Steiner die verschiedenen &ormer Cassinischen Kurve zur
Charakterisierung der verschiedenen Kulturepochen.

Wahlt man im Koordinatensystem die beiden Punkteur F, bei (¢ | 0) und fir das
konstante Produkfaso erhalt man fiir die Kurve die Gleichung:

P+ V) —28(x°-Vy) = d—¢ oder y=# \/— (c? +x?) +4/4c?x® +a* .

Ahnlich wie bei den Kegelschnitten treten auch ki unterschiedliche Kurvenformen auf,
die je nach Wahl der Parameter (Kreisradius bzv3&non a im Vergleich zu c) sich stetig
ineinander verwandeln. Dabei ist wieder der mitlEall, die Lemniskate - wie die Parabel -,
der Ausnahmefall.
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1.4 Der Divisionskreis

Wir haben die Kurven betrachtet, die in Bezug awkizvorgegebene Punkte (die sog.
Brennpunkte) eine konstante Summe, Differenz ostek@nstantes Produkt der Entfernungen
ergeben. Dadurch haben wir die Ellipsen Hyperbeld Cassinischen Kurven untersucht.
Nun bleibt als vierte Grundrechenart die Teilunig, division. Wie sieht eine Kurve aus, so
dass alle Punkte auf ihr bezuglich zweier vorgegebd?unkte das gleiche Entfernungs-
verhaltnis haben?

Ein Beispiel:

Das Verhaltnis AT: TiB = 2:1,ebensoist AT T.B = 6:3 = 2:1.
Wenn die innere und aufRere Teilung im gleichen #émis erfolgt, so sagt man Tnd T,
teilen die Strecke AB harmonisch.

Nun befinden sich auRerhalb der Gerade AB weitemngkf@ P mit AP : PB = 2 : 1 in der
Ebene, z.B. ein Punkt P, der von A die Entfernungn@ von B die Entfernung 1,5 hat. Wir
finden P und Q als Schnittpunkte entsprechendes&re

-1
m

In den Anmerkungen zu Rudolf Steiner: Wege zu einenen Baustil, findet sich auf S.247
folgende Konstruktion der Divisionskurve, die augnd Strahlensatz (=Vierstreckensatz)
beruht:

Gegeben sind zwei parallele Geraden, deren Abstdedh dem Abstand der beiden
Brennpunkte A und B ist, sowie ein Punkt S im gesalmen Abstandsverhaltnis dazwischen.
Nungilt: RS:SQ@ = RS:SQ = BS:SQ = BS:SQ usw.
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Zieht man um A einen Kreis mit RadiugSPund um B einen Kreis mit Radius SQ@o
ergeben die beiden Schnittpunkte zwei Punkte dessiDnskreises, ebenso bei Radiu$ P
um A und SQum B usw. Der Beruhrpunkt der Kreise mit RadigS Bm A und Radius SQ
um B ergibt den inneren Teilpunkt 2wischen A und B.

Vervollstandigt man die Kurve aus dieser Konstrktiso stellt man tberraschenderweise
fest, dass sich ein Kreis ergibt, der Divisionskr@&@emerkenswert an dieser Konstruktion ist,
dass sie den Kreis gerade nicht aus seinem Mitiktpheraus mit dem Zirkel, sondern
punktweise Uber das Abstandsverhéltnis erzeugt.

Diese Tatsache hat der griechische Mathematiketl@pas bereits ca. 200 v. Chr. entdeckt
und als Lehrsatz formuliert:

Die Kurve mit allen Punkten, die zu zwei gegebeRenkten A und B ein festes
Verhaltnis p : g haben, liegen auf einem Kreis aeiin Durchmesser;T,, wobei
T; der innere und Jder aulRere Teilpunkt zum Verhéltnis p : g sind.

Nach ihm wird der Divisionskreis auch Apolloniusikrgenannt.
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Rudolf Steiner sagt zum Kreis (Wege zu einem n&aarstil S.158):

~-Wenn man den Kreis so anschaut, so sieht manstegin ganz banaler Wicht, er ist etwas
ganz Triviales; aber es liegt doch etwas Geheinafliss im Kreis. Er kann auch dadurch
verstanden werden, dass man zwei Punkte nimmt wadiedt, und indem man Uberall
dasselbe Resultat bekommt bei der Division, ergjitit der Kreis. Der Kreis ist also etwas
ganz Merkwurdiges: der gewdhnlichste Wicht, den neoht Uberschauen kann, und
zugleich das Ergebnis einer okkulten Division, diat der Mensch zum Bewusstsein bringt.
Geradeso ist es bei dem menschlichen Selbst: daghgdiche Selbst, der alltagliche Wicht,
und das hohere Selbst, das Geheimnisvolle, dasnnTeéefen unserer Seele ruht und das erst
gesucht werden muss dadurch, dass man aus inmdggiauund die Welt in Betracht zieht,
mit der es in Beziehung steht.”

Hier sind Apolloniuskreise zu verschiedenen Entiagsverhéltnissen dargestellt. Die Kreise
auf der rechten Seite wachsen, die Krimmung wirde@mgeringer, bis in einem ausgearteten
Fall die Senkrechte entsteht (Entfernungsverhaltriy. Genau genommen krimmt sich die
Linie dann in die andere Richtung und das, wasefdas Kreisinnere war, entspricht nun
dem AuReren der linken Kreise.
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1.5 Andere Kurven

Eine weitere bekannte Kurve ist der Graph der B
Exponentialfunktion f(x) = €%, die ein Wachstum
(oder eine Abnahme) um einen bestimmten 4l

Prozentsatz innerhalb eines festen Zeitraums angibt
Beispiele sind die Zinseszinsrechnung, Wachstum der
Holzmenge eines Waldes und radioaktiver Zerfall.

Gespiegelt dazu ist der Graph der
Logarithmusfunktion , die auch fir Skalierungen

verwendet wird: “ //
1]

Die Kettenlinie beschreibt, wie eine Kette auf Grund der Schwérkizrchhangt:

254
=X

lhre Formel lautet: f(x) = 0,5&¢ +e? ).

Die Form ist geringflgig verschieden von
einer Parabel.

T T T T T T
=158 -10 -5 o 5§ 10 15

Die Traktrix (=Schleppkurve): Bewegt sich ein Mensch geradlinig (auf der x-#e&hund
zieht ein Objekt, das urspringlich seitlich versetar hinter sich her, so beschreibt das
Objekt eine Kurve, die sich immer mehr der x-Acheaahert:

2 _ 2
f) = a- InEIYE Xy | a2 -y
X
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Die Rosettenkurve hat die Formel:

X(t) = cos(m-t)-cos(t)
y(t) = cos(m-t)-sin(t).

Wenn m eine ungerade Zahl ist,
entstehen m Blutenblatter, wenn m eine
gerade Zahl ist, entstehen 2-m
Blutenblatter (hier m = 6).

Verwandt dazu ist diepispirale (links,

m = 12, die aus der Blutenkurve durch
Spiegelung am Kreis hervorgeht).

X(t) = cosf)

cosmm)’

*"” _sin()
M\ ye = cos(m()

Die Sinuskurve lasst sich mit dem Kreis verbinden:
X(t) = cos(t) - (1+a-sin(n-t))
y(t) = sin(t) - (1+a-sin(n-t))

hier: n=7, a=0,13 (gespiegelt),
n gibt die Anzahl der Wellen,
a die Hohe der Wellen.
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Lissajous-Kurven treten auf bei zwei unabhangigen Schwingungen @&agrechter und
senkrechter Richtung, die verschiedene Schwinguagsénzen haben:

X(t) = sin(m-t), y(t) = sin(n-t+d).

Fur d #0 ergeben sich asymmetrische Formen. Einige dewrdfuerinnern an keltische
Flechtmuster.

/

m=0,25,n=1

m=l>0,6, d=1,1

Die (gerade)Strophoide entsteht, indem ein Punkt P auf der y-Ach
wandert. Durch einen festen Punkt A auf der x-Achgd der Strahl

AP gelegt, wie eine Stange, die sich um A drehtjedier Position von
P werden die Punkt S bzw. S’ betrachtet, die vodeR gleichen
Abstand wie O haben und auf dem Strahl liegen. tBie bei der

Spiegelung der Hyperbel am Kreis als Sonderfall auf

Gleichung: (a-xPe (a+x)¥,

Polarkoordinaten: r =@0s(2p)/cos(p),

Parameterform:  x(t) = a(B(1+£),  y(t) = at(1-9)/(1+P).

Die Kissoide (Zissoide) ist eine Kurve, die eine Rolle spiedti lolem
klassischen Problem, zu einem gegebenen Wdrfelneingirfel mit
doppeltem Volumen zu finden. Sie tritt bei der §pieng einer Parabel
am Kreis als Sonderfall auf.

& Gegeben ist ein Kreis mit dem festen Punkt O undr de
gegeniberliegenden Kreistangente (senkrecht). Ao &reis wandert
ein Punkt P. Wir betrachten den Strahl OP, der Thegente in Q
schneidet. Zu jeder Lage von P erhalt man einektiRGauf der Kissoide

o

RS durch die Bedingung KQ = OP.
Gleichung: y(a-x) = X,
Polarkoordinaten:  r =@in(p))? / cosf),
Parameterform: x(t) = &(1+0),  y(t) = al/(1+D).
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2. Neue Kurven aus bekannten

2.1 Ful3punktkurven, Parallelen, Kaustiken, Spiegelng

Der Kringel links hat die Gleichung:

X(t) = cos(t)- (1+2-sin(t))
y(t) = sin(t)- (1+2-sin(t)).

Er entsteht auch alRul3punktkurve aus einem Kreis
und einem Punkt P:

Legt man an einen beliebigen Punkt des Kreises di¢
Tangente und fallt von dem vorgegebenen Punkt P
das Lot auf die Tangente, so ergibt sich ei
Schnittpunkt. Dieser ist ein Punkt der FuRpunktkurv
Die ganze Kurve erhélt man, indem man die
Tangenten zu allen anderen Kreispunkten mit dem
Lot von P aus schneidet.

Ein ahnlicher Kringel wird von Rudolf Steiner (Di#&/issenschaft vom Werden des
Menschen, GA183, 18.8.1918) als Lemniskate, derertere Schleife nach oben
umgeschlagen wird, erwéhnt. Steiner vergleicht Ldtenniskate mit dem Zusammenstof3en
des Geistig-Seelischen des Menschen mit dem G&sgdjschen der Umwelt, die obige
Figur mit dem ZusammenstoBen des Geistig-Seelisctien Menschen mit seinem
Unterbewusstsein, was auch dem Universum angehort.

Parallelkurven entstehen, indem man
rechtwinklig zur Kurve in einer festen
Entfernung eine weitere Kurve zeichnet,
wobei jedoch neue Erscheinungen (z.B.
Spitzen) auftreten kénnen:

Hier die inneren Parallelen zu einer Parabel
im Abstanda= 0,3, 1, 2, 3.

2at

V1+4t?

X(t) =t-—
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Kaustikkurven entstehen, wenn von einer
Lichtquelle Q Strahlen ausgehen und diese
an der Kurve nach dem Gesetz
Einfallswinkel = Ausfallswinkel gespiegelt
werden. Die gespiegelten  Strahl
bertihren alle tangential die Kaustikkurv
die auch als Hillkurven bezeichnet wird.

Im Beispiel ist die Kurve ein Kreis, die
Quelle Q liegt auf dem Kreis und
entsteht eine Kardioide als Kaustikkurve.

Eine Moglichkeit, aus zwei gegebenen Kurven einéene zu erzeugen, besteht in einer
Spiegelung der einen an der anderen (nach Joérg iMeyathematik lehren, Heft 130).

Nimmt man zur Parabel y =*xdie Waagrechte

y =-0,5%, so ergibt sich folgendes Bild:

Die Formel fur die Spiegelung einer Geraden

Hohe a lautet:

X(t)

= t-(1+2a) - &t
y(t) = 2f -

a
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Im Beispiel nehmen wir eine Parabel
und spiegeln ihre Scheiteltangente an
der Parabel. D.h. von jedem Punkt P
der Parabel gehen wir senkrecht zur
Parabeltangente bis zur Geraden und
ebenso weit in die andere Richtung.
Dort liegt dann ein Punkt der
gespiegelten Kurve.

x(t) =t — 2f
y(t) = 2f




2.2 Zykloiden

Zykloiden sind Kurven, die sich aus einer rollend@wegung ergeben, das Element einer
kreisenden Bewegung drtckt sich in ihnen besondess Im einfachsten Fall entsteht eine
Zykloide durch Abrollen eines Kreises auf eineragiem Linie, wobei die Position eines
bestimmten Kreispunktes im Verlauf einer Umdrehuiigy Kurve ergibt. Nehmen Sie ein
Fahrrad und markieren Sie einen Punkt am Reifenittelbar seitlich der Laufflache und
verfolgen Sie die Markierung wahren das FahrradStiick geschoben wird und der Reifen
einmal oder ofter abrollt.

Die Formel lautet in Parameterform: X F a$in(t)), y = a-(1 — cos(t)), wobei der
Parameter t den Walzwinkel beschreibt, a den Kadias (hier a = 2).

Die an der waagrechten Achse nach unten gespieggtteide ist die Lésungskurve fur das
.Brachistochronenproblem®, das fragt, auf welchahBkurve eine Kugel am schnellsten zu
einem anderen, tiefer liegenden Punkt rollt (dimde Verbindung ist zwar die kiirzeste, aber
nicht die schnellste; gunstiger ist, zunachst si@ih unten, um zu beschleunigen).

Diese Konstruktion lasst sich variieren, indem Runkt im Kreisinneren markiert wird (z.B.
ein Reflektor) oder ein Punkt auRerhalb des Kreltgachtet wird (z.B. ein Punkt am Rand
eines Eisenbahnrads, das ja unter das Schieneaniveanterreicht). Man spricht dann von
verklrzten bzw. verlangerten Zykloiden.

Die veranderte Formel lautet:  x(t) = a- (t sin(t)),  y(t) = a-(1 — L-cos(t)),
wobei L > 1 eine verlangerte Zykloide und L < fhieeverkirzte Zykloide beschreibt.
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Als weitere Variation kann der Kreis (mit Radiusiahen oder auf3en an einem anderen,
festen Kreis (mit Radius A) statt an einer Geradémollen. Diese Kurven hei3en dann
Hypozykloiden bzw. Epizykloiden (griech. hypo =temn epi = auf).

Ist t der Winkel zwischen der Waagrechten durah Mételpunkt des festen Kreises und der
Verbindungslinie der Mittelpunkte, so gilt:
X(t) = (A+a)-cos(t) - a- cos((A+a)-t/a) und/(t) = (A+a)-sin(t) - a-sin((A+a)-t/a).

Eine spezielle Hypozykloide ist die Astroide (wiand bei Spielkarten, A =4 und a =-1).
Ein Sonderfall unter den Epizykloiden ist die Kaide, eine herzférmige Kurve.

Betrachtet man von der Erde aus die PlanetendreB/enus oder Jupiter, so beobachtet man
merkwirdige Schleifenbewegungen. Der antike AstnorRtoleméaus benutzte Epizykloiden
zur Erklarung dieses Phanomens.

Noch allgemeiner gesehen lassen sich auch andemeRo(z.B. Ellipsen ...) statt einem
Kreis auf anderen Formen statt Gerade oder Krei®llah. So entsteht eine schier
unerschopfliche Vielfalt.

Kardioide (A=1, d¥

Dargestellt ist  die (angenaherte)
Venusbahn vor dem Fixsternhimmel
innerhalb von 8 Jahren. Die Bahn hat eine
5-zahlige Drehsymmetrie.

Es ist eine Epizykloide mit A=5, a =8.
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2.3 Konchoiden

Die Konchoide, vom lateinischen concha = Muscheljrde von dem griechischen
Mathematiker Nikomedes (ca. 180 vor Chr.) untersublamit gelang ihm die Losung von
zwei der drei klassischen griechischen Probleme, Dteiteilung eines Winkels und der
Verdoppelung eines Wiirfels (allerdings nicht naeh éngen Vorschriften als Konstruktion
mit Zirkel und Lineal).

Diese Kurve wird wegen der folgenden Beschreibumgha,Hundekurve* genannt. Stellen

Sie sich eine Person vor, die mit ihrem Hund spanigeht. Dieser Mensch geht unbeirrt auf
einem schnurgeraden Weg. Mensch und Hund sind éiber nicht elastische Hundeleine
verbunden. Etwas abseits des Wegs steht ein Baamfiud den Hund eine magnetische
Anziehungskraft besitzt. Der Hund bewegt sich deshnso, dass seine Position immer in
Richtung Baum zeigt, um die feste Lange der Leimenvgeraden Weg entfernt. Die

verschiedenen Positionen des Hundes, wahrend @ere8ganger geradlinig am Baum vorbei
geht, bilden die Konchoide.

R

Mathematisch gesprochen handelt es sich nicht nueme Kurve, sondern um eine Schar
von Kurven, die von der Verschiebelange L abhakigin erhalt jede einzelne Kurve dieser
Schar, indem man jeden Punkt einer Geraden g (esté&@uch eine Kurve oder eine Figur
wie ein Dreieck sein) um eine feste Lange L in Ridlg eines vorher festgelegten Punktes,
nennen wir ihn Richtungspunkt R(k yr ), verschiebt. L kann dabei auch negativ sein, d.h
die Bewegung geht dann von R weg.

Wahlt man einen beliebigen einem Punkt P ), so gibt a :\/(xR—x,,)2+(yR—yF,)2

den Abstand von P zu R an. Der Punkt P wird darirdan Punkt P* mit den Koordinaten
X =xp+L (k—X)/a und y =pr L- (\k — ¥p) /a verschoben.

Diese Lange L kann schrittweise oder stetig verdngerden, z.B. immer grofR3er werden.
Unweigerlich kommt es dann einmal zur Situatiorssdder zu R nachstgelegene Punkt der
Geraden g unmittelbar auf R verschoben wird (,dendHerreicht den Baum®). Damit haben
wir eine erste charakteristische Lage erreicht.

Wie kann die Konstruktion nun fortgesetzt werdem?Bild mit dem Hund ist das schwierig
(auRer man wirde annehmen, dass er in seiner Bageig Uber das Ziel hinaus schiel3t).
Aber die mathematische Vorschrift ,Verschiebungluiinge L in Richtung R* [&sst sich auch
Uber R hinaus ausdehnen. Die Kurvenpunkte, diegeerals L von R entfernt waren, landen
dann eben hinter R.
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Es findet eine Art Umstllpung statt,
wie das Innere eines Strumpfs oder
eines Handschuhs nach aul3en
gestilpt werden kann. Steiner
schreibt zu Umstulpungen (GA 214,
S.157):

.Das menschliche Herz ist eine
//_\- umgestilpte Welt auch, und so hangt
. —————— wieder zusammen die physische

Erdenwelt mit der geistigen Welt.”

Ein schones Beispiel findet sich bei Baravalle B.P2f. Er beginnt mit einem gleichseitigen
Dreieck, dessen Mittelpunkt als Richtungspunkt Rvgdt wird. Verschiebt man alle
Dreieckspunkte soweit, dass die Eckpunkte GbeMiiee R hinaus am Rand gegenuber zu
liegen kommen (L = Dreieckshdhe), so entsteht &loalform, die innen von drei Bogen
begrenzt ist. Die urspriinglichen Ecken bilden diad 8pitzen zwischen den Bégen. Aul3en ist
sie von einem Kreis begrenzt.

Baravalle schreibt dazu: ,Auf Beispiele von

Umstllpung wurde von Rudolf Steiner in

der Kunstgeschichte hingewiesen im
Vergleich eines griechischen Tempels und
eines gotischen Domes. Beim griechischen
Tempel ist die Menge draul3en, die Gottheit
innen, beim gotischen Dom die Menge innen
und die Gottheit auf3en. Vergleicht man nun
das architektonische Hauptmotiv tber dem
Eingang des griechischen Tempels, da
Dreieck des Giebelfeldes mit dem, was a
gotischen Dom dieselbe Stelle tber de
Eingang einnimmt, die Rosette, so hat man

im einen Fall ein mit Plastiken gefilltes
Dreiecksfeld, im anderen ein rundes Fenster,
dessen kinstlerische Gestaltung einen

Hohlraum einrahmt.”

Die Konchoidenkonstruktion ist jedoch nicht auf @dnstiicke begrenzt. Genauso kdnnen
auch Kurvenpunkte verschoben werden. Die Konchoalees Kreises (mit Richtungspunkt
auf der Kreislinie) sind je nach Verschiebelangebenannte Pascalsche Schnecken:
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2.4 Spiegelung am Kreis

Durch die Inversion, die Spiegelung am Kreis, wigder Punkt bzw. jede Kurve in einen
anderen Punkt bzw. eine andere Kurve transformiBdbei wird jedem Punkt im
Kreisinneren ein Punkt im KreisduReren zugeordnatl wmgekehrt. Diese beiden
zugeordneten Punkte liegen auf demselben Straldhdden Kreismittelpunkt. Wenn der
spiegelnde Kreis den Radius 1 hat, dann verhalmde Entfernungen von Punkt P bzw.
Bildpunkt P’ zum Kreismittelpunkt M wie die Kehrwer z.B. 2o 1/2, 3o 1/3 ... Xo 1/X
(allgemein bei Radius r gilt MP - MP’ 3r Die Punkte der Kreislinie bleiben fix.

Es handelt sich um eine Umstilpung. Der Kreisnutiekt M hat eine Sonderrolle, ihm wird
kein Punkt zugeordnet, bzw. das Unendliche in jédentung.

0.5

L
5L ]
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Der Bildpunkt P’(x’|y’) des Punktes P(x|y) hat deordinaten x’ = Xt y =

yr

X2 + y2 ! X2 + y2 )
Diese Abbildungsvorschrift hat nun eine Reihe vagawdhnlichen Eigenschaften:

1. Geraden werden zu Kreisen durch den Mittelpgmkt Mittelpunktgeraden bleiben fix)

2. Kreise werden auf Kreise abgebildet (Mittelplingise auf Geraden)

3. Zweimalige Anwendung ergibt wieder das urspriihg Objekt.

Nicht ganz zuféllig treten wieder bekannte Kurvee die Lemniskate, die Kardioide ... als
Bilder der Kegelschnittkurven auf. Dabei kommésht nur auf die Art der Kurve, sondern
auch auf ihre Lage in Bezug auf den spiegelndemskae. Beispielsweise ein Dreieck wird
dadurch in ein Gebilde aus drei Kreisbogen verwtinde
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Die Inversion tritt in der Optik im Zusammenhangt rbbildungsgesetzen bei Linsen und
gekrimmten Spiegeln auf.

Bei einer stereographischen Projektion der Kugeftiimhe vom Nordpol N in die
Aquatorebene landet die Stidhalbkugel im Kreisinmedée Nordhalbkugel im KreisauRReren.
Einander gleiche Formen der Nord- und Sudhalbkeggtben am Aquatorkreis gespiegelte
Formen. Hier im Schnitt entlang eines Langengrads:

M

In einem Vortrag am 3.1.2008 vergleicht Heinz Gfillie Synthese von Geist und Welt,
S.132) das Esoterische mit am Kreis gespiegeltem &

“Es ist das esoterische Gebiet eine Art, wie wems @isherige hindurchgefiltert oder
hindurchgespiegelt worden ware durch einen Inverskoeis, d.h. es ist genau in eine andere
Kurvenformung und in eine andere Ausrichtung gelirac

Carl Kemper hat sich in Verbindung mit dem Bau desGoetheanums intensiv mit der
Inversion auseinandergesetzt. Der Grundriss dé€xo&theanums zeigt zwei ungleich grol3e,
sich schneidende Kreise. Er kann in zweifacher @/als Spiegelung eines Kreises und eines
Achsenkreuzes angesehen werden.

__________
-t
'
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Bei den Spiegelungen am Kreis kann man verschieNetamorphosenreihenbetrachten,
wobei teils Uberraschende Zusammenhange zwischeveKierscheinen. Auferdem macht
die Inversion das Unendliche im Nullpunkt anschauBaerst kommt eine Inversionsreihe,
bei der die Parabel immer tiefer sinkt im Verglemim Inversionskreis. Bei der folgenden
Inversionsreihe sinken die Hyperbelaste im Vergleiem Inversionskreis.
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2.5 Evolventen

Der Name kommt von dem lateinischen evolvere = d¢meollen, abwickeln. Die
spiralformige Kreisevolvente entsteht praktischgdem von einer Garnrolle der Faden
abgewickelt wird, aber dabei immer gespannt gehalted. Das Fadenende beschreibt eine
nach auf3en weiter werdende Kurve, die Evolvented@&iman am Fadenende einen Stift fest,
so lasst sich diese Kurve auf unterliegendes Pajtiertragen. Heinz Grill verwendete die
Evolvente mit ihrer sich in die Umgebung 6ffnendgeste als Bild fir die Ausweitung des
Astralleibs.

Ihre Gleichung im x-y-Koordinatensystem lautet aigi§ vom Winkel t (in Bogenmal) und

dem Kreisradius a:
X = a-cos(t) + a-t-sin(t), y = a-sin(t) — a-f(gos

Evolvente mit Kreisradius a =1,6

Natidrlich muss die Ausgangsfigur nicht unbedingt Kreis sein. Sie kdnnen ein beliebig
geformtes Objekt mit einem Faden umwickeln und ehesnschlielBend wieder straff
abwickeln. Je nach dem, wo das Fadenende, als&tdepunkt der Kurve hingelegt wird,
ergibt sich eine andere Evolventenkurve. Wenn dagekd gerade Kanten hat, ist die
zugehorige Evolvente aus Kreisbogen zusammengesetaher besteht jedoch ein
Zusammenhang zwischen der urspringlichen Form end-drm der Evolvente. Man kann
auch von der Evolvente wieder die Evolvente bild&raktische Verwendung finden
Evolventen bei Zahnradern als Form der Zahnflanke.
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2.6 Projektive Transformationen

Stellen wir uns vor, eine Lichtquelle beleuchtat andurchsichtiges Dreieck, das in einer
senkrechten Ebene liegt, und erzeugt dadurch &okatten am Boden.
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Wenn diese Lichtquelle eine Kerze ist, so wird sig¢ der Zeit herunterbrennen und der
Schatten wird gré3er werden und auf eine anderschrebene Stelle fallen.

Lasst man die Lichtquelle und das senkrechte Dkesad3er Acht und betrachtet nur die
verschiedenen Schatten am Boden, so gelangt manfolgenden mathematischen
Gesetzmaligkeiten:
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1. Die Ecken des Schattendreiecks liegen auf Geradierch einen festen Punkt Z
(Z entspricht dem Punkt der Ebene, wo diezKeteht).

2. Die verlangerten Seiten des Dreiecks dreherPunkte, die auf der Schnittgeraden z der
senkrechten Ebene (die das Schatten-geberadeckRrenthalt) mit der Bodenebene liegen,
und zwar genau dort, wo die VerlangerungerDaereckseiten die Bodenebene treffen.

Nun lassen die Mathematiker das urspringlich fim &ehatten verantwortliche Dreieck
vOllig beiseite und betrachten Transformationenklaene nach den beiden obigen Gesetzen.
Dazu werden ein Punkt Z und eine Gerade z vortstgdééegt. Dann wird von einem Punkt P
angegeben, wie weit er auf der Gerade ZP wanddicrDsmlurch ist fur alle anderen Punkte
die Verschiebung bestimmt. Solche Transformationerden in der projektiven Geometrie
zentriert-linierte Kollineationen genannt. Die Vemdtschaft der beiden Dreiecke ist
offensichtlich, obwohl die Seitenlangen, die Flaam®Ren, sogar die Verhaltnisse der
Seitenlangen und auch die Winkel unterschiedliod.si

Links oben: Z liegt auf z.

Rechts oben: Z liegt unendlich weit entfernt ™. .
Richtung von z (deshalb sind die grob gestrichel ™. % LN
Verbindungslinien zu Z zueinander und auch zt...__ L N |
parallel).

Rechts unten: Z liegt unendlich weit entfernt
anderer Richtung. Zusatzlich wurde z Uberschritte
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Diese Kollineationen lassen sich auch auf Kurvemearden. Aus dem Kreis wird bei dieser
Transformation wieder ein Kegelschnitt, z.B. eirlgpe oder Hyperbel, aus der Lemniskate
eine mehr oder weniger verzerrte Lemniskate.

z
(]

& o£
©

(X0

Am Bild rechts unten mit der Kardioide kann manhsicorstellen, dass gerade diese
Transformationen sich eignen kénnten, um pflanglidNachstumsvorgange geometrisch
anzunahern.

36



Nachwort

Ich hoffe, dass Sie nicht durch schwierige Formaddgeschreckt wurden, sondern ein wenig
an der Schonheit der Mathematik teilhaben konrdenwohl bei den anschaulichen Formen
der Geometrie leichter erlebbar ist als bei denletahDann ware das Wahre, das in
mathematischen GesetzmalRigkeiten liegt, und dagn®ctier Kurvenformen, beispielsweise
einer logarithmischen Spirale, naher aneinanderaler

Interessanterweise haben gerade auch die schomgarkK@nwendungen in der Natur, Physik
oder Technik.

Und wenn mathematisch-kinstlerische Formen fir @estaltung verschiedener Raume
herangezogen werden, Uben sie erstaunlicherwerse tefgehende Wirkung in ethisch-
moralischer Hinsicht auf die Menschen in diesenm&u aus. Denn, wie Steiner ausspricht
([8], S. 118): ,,..sie (die Menschenyverden von den kinstlerischen Formen Liebe lernen ...
wenn sie lugnerisch veranlagt sind, aufhéren zuetiig.. wenn sie friedensstérerisch
veranlagt sind, aufhdren, den Frieden ihrer Mitmaren zu stéren.Damit kbnnten die drei
Ideale des Wahren, Schonen und Guten heilsam undwic&lungsforderlich
zusammenwirken.

Weiterfuhrung einer Figur von Heinz Grill
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